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自然数Ⅳのベル表現の個数について

松下　修

On the Number of Pellian Representations of Natural Number 〟

OSAMU MATSUSHITA

はじめに

ベル数列とは漸化式Pn+¥ - IPn+Pn-1とP。- 0,P1 -、1によって定義される数列であり、ベル数列の各項を
n

ベル数と呼ぶ。任意の正の整数Nはベル数の和として、次のように表すことができる。すなわち、 N-∑αipi
:=1

ここで、 αiは0≦αi≦2を満たす整数である。このようにNをベル数の和で表すことを、 Nのベル表現とい

い、 Nのベル表現の個数をR(N)とかく　R(N)についての次の性質を示すことが本報告の目的であるo

1)N-Px+P2+蝣蝣蝣+Pn<^=>R(N)=1

2)0≦〟≦

3) R{Pn) -

==⇒R(Pl+　-+Pn+M)=R{P!+-+Pn+1 M)

n-0,l)2,---)

Abstract

Pell sequence isde伝ned by thesecond order linear recurrence relation Pn+i = 2Pn+Pn-i with Po - I, Pi - 1

and its terms are called Pell numbers. It is well known that any positve integer N can be represented by the sum
n

ofPell numbers as follows‥N - ∑αi月where 0 ≦ αi ≦ 2.Such representation is called Pellian representation
i=1

of〃.

We denote the njimber of Pellian representations of N by R(N).ln this paper we shall show the following

properties of R(N).

1)N=Px+P2+蝣蝣蝣+Pn^=>R(N)=1

2)0≦〟≦

3) R(Pn) -

-⇒R{Pi+-　+Pn+M)-i?(Pi+蝣-+Pn+1-M)

n-0,l,2,.--

平成13年9月18日受付
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1　ベル数とゼッケンドルフの定理

次の漸化式で定義される数列{Fn}をフイボナッチ数列という。

Fn+i=Fn+Fn-¥, F0-0, Fi-1

すなわち、 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,‥

そして、このフイボナッチ数列にあらわれる数をフイボナッチ数と呼んでいる。フイボナッチ数が文献に登場

するのは、はるか昔の西暦1202年(改訂版は1228年)である。 「LiberAbaci」という名の本において「rabbit

problem」を解く過程でフイボナッチ数が現れた。著者は勿論Fibonacciであるが、この名はあだ名でBonaccio

の息子と言う意味で、本名はLeonardoである。この本は「数世紀間、数学知識の倉庫」(1)であった。

以後、この数列は多くの数学者の研究対象とされて、膨大な数の公式や性質等が発見されることになった。こ

のなんの変哲もない、ごく簡単な定義による数列が実に多くの美しい性質をもっていることは驚嘆に値すると共

に不思議な思いにとらわれる。

さて、多くの定理の中に比較的新しい定理として次のゼッケンドルフの定理がある。

定理1.1 (Zeckendorf)(2)(3)任意の正の整数Nは次のように唯一通りに表される。

TI

N-∑αiFi但し、α =0,αi=0または1(i≠1),αiαi+1
)=1

この定理は、任意の自然数は、連続しない相異なるフイボナッチ数の和として一意的にあらわすことができる

ことを主張しているが、 「連続しない」という条件をはずすならば、この表し方は一般には一意的ではない。 N

をフイボナッチ数の和で表すことをNのフイボナッチ表現(Fibonacci representation ofN)という。したがっ

て、 Nのフイボナッチ表現は一般には複数個あることになる。 Nのフイボナッチ表現の個数をRf(N)によって、

示すことにする　Rf(N)の性質については多くの研究(4),(5),(6),(7),(8)がなされた。ただし、フイボナッチ数は

Fl=F2-¥だから、表現を考えるとき、 Flは用いないことにするO

さて、このゼッケンドルフの定理の一般化も多くの研究があるが、その一つを紹介するために先ずベル数の定

義を述べよう。

定義1・2漸化式pn+1=2Pn+Pn_i, Po=0, Pi-1を満たす数列　{Pn}をベル数列といい、数列にあらわ

れる数をベル数(Pell number)という。

すなわち、 Q,1,2,5,12,29,70,169,408,985,2378,5741,13860,-

このベル数を用いて、任意の自然数が和として表すことができるのだが、フイボナッチ数のときと遠い、和を構

成するベル数は2回まで許す。そうしないと任意の自然数を表すことができない。さらに、その表し方は一般に

複数個あるが、唯一通りの表し方とするには、条件を付ける必要がある。以上の結果をまとめたのが、次の定理
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である。

定理1.3 (9)'<10)任意の正の整数Nは次のように唯一通りに表される。
n

N-∑αiPi但し、αは自然数で、0≦αi≦2を満たしかつ　α　C¥のとき、αi-i-0
1=1

さて、先に記したように上の定理で、但し書きの部分の条件をはずすとNの表し方は一般に複数個ある。な

お、自然数をベル数によって、表すことをベル表現(Pellian representation ofN)という。

そこで、 Nのベル表現の個数をRp(N)によって、示すことにしよう。本報告の目的はRp(N)の性質を調べ

ることである。

2　Rp(N)の性質

最初に簡単な補足から始めよう。

補題2.1次の等式が成立する。

2(Pi+P2+-+pn)-pn+1+pn-1

証明は数学的帰納法で容易に示される。

この簡単の等式は以後の展開のなかで、大変有用である。

前節で記したRf(N)の性質であるが、それをを調べる有効な手段として、数列{RF(n)}の母関数
D〇

f(x)= H(i+zFn)を調べる方法があるo
fc=2

CO

ベル数の場合はIJ(1+a:'* +*"・*)が数列{Rp(n)}の母関数であるo以後の為に定義として、まとめておく。
fc=l

定義2.2g(x),gn(x)を次の式によって定義する。
Cヽ0

9(x)-l[(l⊥　+z2^)
fc=l

n

gn(£)= IKl+£Pk +x^")

fc=l

補題2.3次の式が成り立つ。
⊂く)

g(x)= ∑Rp{n)£n
n=l

以下、 Rp{N)のPを略して、 R(N)と書くことにするo
S^^^^^^^^^^^Kfll

定義2ARn(N)を、 nu+zpk+£2Pk¥- ∑Rn(m)ごmを満たす自然数とするoただし、 Ln-Pn+1+Pn-1
fc=l                 ra=l

Rn{N)はR(N)の「近似」であるが、正確には、次の命題が成立する。

命題2・5つぎの(1).(2)が成立する。

(1) 1≦k≦Pn+1-1=⇒Rn(k)=Rn+1(k)
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(2) 1≦k≦Pn+1-1=⇒Rn(k)=R(k)

証明) (1)は(1+xp"+'+x2P"+1)<7n(z)-<7n+i(-r)からしたがう。

(2)はPn+1-1<Pn+2-1と(1)からでるo

この母関数を用いると、月(〟)の幾つかの性質の証明が得られるが、本報告では次の対称性だけを挙げておく。

命題2.6 (Rnの対称性) Rn(k) = Rn{Ln - k)

証明)

gn[x)

したがって、 gn(x)=xLサgn

故に、

これより、 Rn(k)=Rn(Ln-k)

Ln
∑Rn{m)xr

!571≠il

n
n(1+xr-+x*p-

k-¥
2Pt2P,*+ri'pk+1

・2Pl+2P?-IP,n

*=1呈2Jサt詛G+i

xL"9r>呈)

I,

∑ Bn(m)x"
3J]一il

Ln

∑ Rnim)!*
ii& l

ごi-」fl,,(-)

m=l呈)m

in
∑Rn{m)xL"~m

lll=1

証明終

計算した結果を観察すると、月(〟)= 1になる〃がN=1,3,8,20,49,119,288,696,-となっている。これら

の数は次のようにかける。

1 =　p,

3　-　Pi+P2
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-　Pl+P2+P3

20　-　Pi+P7+Ps+Pa

49　-　Pl+P2+P3+P4+Ps

119　-　Pl+P2+P3+P4+P5+P6

288　=　Pl+P2+P3+P4+P5+P6+P7

696　-　Pi+P2+P3+Pa+Ph+Pe+Pi+Ps

したがって、 N-Pi+P2+- +Pn=⇒R{N)-1が成り立つことが予想される。実は、この逆も成り立つo

定理2.7N-Pi+P2+-　+Pn⇔R{N)-1

証明) ⇒の証明

nに関する数学的帰納法で示す。

n=1のときは明らか　Pl+Pi+-+Pn_1のときは成立つと仮定して、 N=Pi+P2+　-+Pnにおいても

成立つことを示す。

先ずPn<N<2Pnであることに注意しよう.なぜなら、 Pn<Nは明らかだし、 N<2Pnは次のようにして

解る。

補題2_1から、 Pl+P2+-+Pn_1=

Pn_1くPnだから、

したがって、

Pn-1+Pn-1

Pl+P2+---+Pn-1 <

<

Pn+Pn-1

2

2Pn-1

1

<　pn一百

Pl+P-2+-　+Pn-i+Pn　<

N　<　2Pn

故に、 Pn<N<2Pnであることが示された。

再び、補題2・1から、 2(Pl+P2+---+Pn-1)=Pn_　+Pn-KNだから、 Nの表現には必ずPnが含まれ

ている。しかるに、既に示したように、 N<2Pnから、 Pnは二つ使うことはできないので、唯一つ使う。よっ

て、 Nの表現は、 N-Pn=Nlとおくと、 Nlの表現を求めることに帰着する。帰納法の仮定から、 R(N!)=1
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だから、 〃の表現は唯一つである。

く=の証明

pn ≦ AT < Pn+1の場合を二つに分けて証明するo nに関する帰納法によって示すo

n=1のとき、 1≦N<2だから、 N-1よって、 N-Piしたがって、成立o n-1以下のとき成立つと仮定

して、 nの場合に成立つことを示そう。

次の二つの場合に分ける。

(1) Pn≦N<2Pnのとき

o≦N-Pn<Pnとなるので、帰納法の仮定から、 N-Pn-Pi+蝣蝣蝣+Pm(m<n)を得る　R(N)=1だか

ら、m=n-1　なぜなら、m≦n-2とするとヾ　Nの次の2個の表現として、

〟
Pi+蝣蝣蝣+Pm+Pn

Pl+---+Pm+Pn-2+2Pn-1

が存在することになり矛盾となる。

したがって、 N-P^-　+Pn

(2)2Pn≦N<Pn+iのとき

0≦N-蝣2Pn <Pn+l二2Pn -Pn_1となるので、帰納法の仮定から、

N-Pi+P2+蝣蝣蝣+Pm+2Pn(m≦n-2)が成立つ。 m≦n13とすると、 Nの表現が二つ得られるので、

m≦n-3は起こり得ない。

m=n-2としよう。このときも、 Nの表現として、

〟 Pl+---+Pn-2+2Pn

Pl+-　+2Prl_2+2Pn_i+JPn

を得る。したがって、 R{N)=1に矛盾。ゆえに、 (2)の場合は起こり得ず、よって、

N=Pl+-+Pnが証明された。証明終

さて、この定理から、 R{Pl+---+Pn)-lであり、次にR(N)が1となるのは、 iV=Pi+　-+pn+pn+l

のときであることが分かる。その間の月(〟)の推移をみると、対称性がみてとれるo

例えば、 i?.(3) - 1,R{i)-2,R(h)-2,i?(6)-2,fl(7)-2,i?(8)- 1である。ただし、この場合は1の間に挟ま

る数がすべて2になっているので対称性は見えにくい。しかし、次の例では対称性がはっきりと見える。

R(8) - l,/?(9) - 2,i?.(10) - 2,/?(ll) - 2,/?(12) - 3,i?(13) =2

刀(14)=4
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R(lb) - 2,i?.(16) - 3,i?(17) -2,i?.(18) - 2,71(19) -2,7?(20) - 1

つまり、 R{8)-1からはじまって、順次2,2,2,2,3,2と進行LN=14のときに4となって、 「折り返して」、先

ほどとは反対に進む。すなわち、 2,3,2,2,2,刀(20) = 1となるのである。

この現象を記述するのが、次の定理である。

定理2.8

0<〟< 囲 =⇒R(Pi+-蝣+Pn+M)=R(Pl+---+Pn+1-M)

n+1

証明)Pl+---+Pn+Mの任意の表現を∑aiPi(0≦αlL≦2)とするoただし、注意すべきは、
1=1

α叫1 ≦ 1(∴・補題2.1)

一方、

2(Pi+・・・+Pn)+Pn+1 - (Pi+蝣蝣蝣+Pn+M)+(Pi+・蝣蝣+Pn+Pn+1-M)

n+1

2(Pi+・・蝣+Pn)+Pn+1 =　∑αipi+{Pi+-+pn+pn+l-M)
t=l

故に、

Pl+-蝣+Pn+Pn+1-M-(2-α )Pl+...+(2　αn)Pn+(1-αn+1)Pn+1
n+1

そこで、凡+- +Pn十Mの任意の表現∑αiPiに対して、 Pl+-+Pn+Pn+1-Mの表現
蝣&1

(2-α )Pl+...+{2-αn)Pn+{l-αn+l)'n+1を対応させる写像を¢とすると、明らかに単射である。
n+1

逆に、 Pl+- +Pn+Pn+l-Mの任意の表現∑βiPi(0≦β8・≦2,但し、0≦βn+1≦1)に対して、
1=1

(2-Pl)pl+- +(2-βn)Pn+{l-βn+l)Pn+lを対応させる写像を軒とすると、 ¢とQは互いに逆写像である

ので、それぞれ全単射である。したがって、 Pl+-+Pn+Mの表現の個数とPl+- +Pn+1-Mの個数と

は一致する。証明終

本報告の最後として、次の定理を証明しよう。

定理2.9 R{Pn) - (n=0,l,2,-　が成立つ。但し、 R(0)-1とする。

証明)先ず観察をすると,

R(Po)- 0+2^-i, R(Pi)-控]-1

R.(P2)-控-2, R(P3)-r3+2　c¥
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それぞれが成立することは容易にわかる。

次に、 Pn+2の表現を考えてみよう　Pn+2自身による表現が一つあるoすなわち、 Pn+2-Pn+2さらに、 Pn+2-

2Pn+1+Pn.この表現では、 Pn+1を2個使っているoしかるに、またしても、補題211より、

2(Pi+・・・+Pn)+Pn+l　=　Pn+Pn+1-1+Pn+1

-　Pn+2-1

-　2Pn+1+Pn-¥

<　p,n+2

となり、 Pn+1を1個だけ使う表現は存在しない。ゆえに、 Pn+2の表現は、 Pn+2 -Pn+2とPn+2-2Pn+l+Pn
n                                         n

の二つと次の表現がある。 Pnの任意の表現∑αipi Iこ対してこPn+2 - 2Pn+1+∑αiPi ttPn+2の表郷こな
1=1　　　　　　　　　　　　　1=1

る。但し,Pnの表現の中にPn-Pnが含まれているので、 Pn+2の表現の個数を数えるときには、 1を引かねば

ならない。

したがって、 B,(Pn+2)-2十(R(Pn)-1) -R(Pn)+1が成立する。

これより、

R{P2n)- 1+R(P2{n-1))-"+^(^o) -n+1 =

R(Pin+i)=1+R(Pin-i)^n+R(Pi)-n+1-

ゆえに、 R(Pn)- が証明された。証明終

(2n+l)+2
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