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修士学位論文内容要旨
Abstract

本論文の目的は、減表振動を含む非線形振動の逆問題解析を行い、振動を生ずる非線形性を振動の

観測データから決定する数学理論を構築することにある。モデル方程式として、速度が正のときの運

動と速度が負のときの運動を組み合わせた次の速度互換型結合系

≧ 0,

<0,

の一般形である。

論文では、速度互換型結合系の (βl,92)は 、振動の振幅に周期を対応させる周期対応関数の組

(乳 (A),T2律 ))およびペアリング関数の組 (び 1,σ2)か ら同定されること (同定可能定理)を証明する
とともに、これらの観測データから (。1,92)を定める次の手順 (再構成法)を与えた。

手順 1積分方程式 ▼券 r争翠磐狛3=密 (り を解いて "(り
を求める。

手順 2手順 1で求めた密(ん)から密(o‐ 室控ち五空欺ただし密r=び (″す))に よりを手を定め、逆
関数をθ芋とし、その導関数としてす1を求める。

手lllR 3同様のことを (比 ,σ2)に対して行い、p2を求める。

この同定可能定理と再構成法は、Op胡 (1961),Urabe(1964)ら によって研究された周期運動のと
きの問題 (逆周期対応関数問題)に対するKamimura and Kaneya(2013)の結果の一般化であり、
減表振動等に対する逆周期対応関数問題の研究に対する指針を与えている。

論文ではまた、Cou10mb摩擦モデル方程式に対する次の定理を得た :Cou10ttb摩擦モデル方程式
が等時周期運動を実現するrは線形のものに限る。「

この結果は、MattOsas and Torres(2008)の 大域
的な一般化を与えるとともに、COulomb摩擦の特性を明確にした。
上記で述べた定理を得るためのアイデアは、ぃくつかの典型的な具体例に対する精円関数等を用
いた解析に基づいている。これらが計算過程および結果も論文で詳述した。
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1 は じbに

本論文の目的は、結合系の振動の観測からその非線形性の決定を行うことにある。

1.1 問題

非線形性を有する周期運動の逆問題はUrabell倒 によって系統的に研究が開始され、Kamimura

and Kaneyaに1で 1つの最終解答が与えられ、決着がつけられた。だが、(摩擦項を含むよう
な)よ リー般の問題に対しては、復元力および摩擦の決定の問題すなわち周期運動の観測量

(例えば周期と振幅)か らこれらの力を決定する問題の研究は初期段階にとどまっている。
そんな中で摩擦項決定の意識のもとに、結合系微分方程式で支配される運動の観測から、
その微分方程式の非線形項を定める研究がなされ始めた(Deimling and Szilttyi卜 1,MttOsas
and Torres Ll)。 これらの論文で扱われた方程式を一般的に書くと、

(1・
1)

である(ただし、
…=縁 )。 pllえ

'式

coulomb摩擦(速度に対し一定の摩擦)が働く系(F)P.7引 ,障 ,
P.33呵 参照)の典型として

t十 ん勧十(Sgn t)メ (切)=0 (1・幼

を例に挙げる。

本論文では (1.1)お よび (1.2)に対し、次の問題を考える。

問題 1.1振動におけるどのような観測量から(1.1)の (βl,92)は決定できるか。

一般のモデリングにおいては、非線形項を既知として与え、それに支配される運動の解析

を行い、これによリモデリングの正当性を計るが、概して、これらの非線形項は本来仮説に

過ぎず、実際には観測データから直接、非線形項を決定または推定するという観点が重要で

あることが近年の研究により明らかにされている (総論についてはレ1参照)。 結合系の振
動と非線形性についてこの観点から設定されたものが問題 1,1で あり、典型的な逆問題 と言

える。

(1.2)は (1.1)で

として定式化されたものであるが、これに対し、h/1anosas and Torres障1は力学系の興味か

ら次の問題を扱った。

問題 1.2(1,2)の振動が等時となるメを決定せよ。

本論文では問題 1.1お よび問題 1.2に 一般的な解答を与える。その解答は項 1.2で定式化す

る。また論証を第 2節で与える。
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1.2 主結果

本論文の主要な結果を述べる。

次は項 1,1で述べた問題に対する再構成法を与えるものである。定理中に述べる仮定のも

とで
(ク1,92)の存在にも言及している。

定理 1.1振動におけるその半周期■(■),T2仰 )と pairing関数σの組 (孔律),覺僻),σl,σ2)
(ただし0<九 ≦九碗。")が与

えられたとき(図 1参照)、 次の手順で (91,92)を定める。ただ
し、孔

“

),比律)は Lipschitz連続で、σはσl対合)(すなわち、σはσoσ 三恒等写像、を
満たす伊 級関数)と仮定する。

Stepl積分方程式

あズ
ん
禅 αS=露の,0≦に

ヨ‰∽   はo
を解いて密(ん)を求める (ただし、ここで島砲"は "′ (ん)>0を保障す

る範囲の最大値で

ある)。

Step2 Steplで求めた″(り か

密(ん)= 密丁=σl(冴1)

G芋 (勧)と し、

物≧0,

切≦0,

によリオ (ん)を定める。そ

により。1(切)を定める。

Step3同様のことを(ろ ,σ2)に対して行いp2し)を定める。

このとき、このク1し),92し )に対し(■律),比 (■),σl,σ2)が実現される。

ん一

１冴一
乃十

１

りヽ
　
　
″

れ　取　胸納

の
　
ほ

じ

り

ｒ

て

ｔ

訳

　

〓

２
　
冴
　
　
粉
′
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し

図 1:

上は(■は),挽 (九),σl,び2)を実現する(91,92)の存在を保証している。
にその (pl)の)は一意であるも

実は、次で示すよう



定理 1.2観測された(■ ,島 ,び 1,σ2)を実現する結合系ク=ol)ク2)はただひとつである。す
なつち、9=(θ l,92)およびん=(ん1,ん2)が (Tl,色 ,σl,σ2)を実現するなら、91=ん 1)の 主ん2
である。

定理 1,1、 定理 1.2に おいてσl=σ2の ときは結合系 (1,1)の引き起こす運動は周期運動 (す
なわち、力学系の言葉では0を centerとする運動)になる。この場合の運動の中で特に等時、

すなわち周期が振幅によらない運動は古来より研究者の注意を惹いてきた。この場合には、

定理 1.1の σ2は σlと等しくなるのでこれらをσと書くと、定理 1.1か ら次がしたがう。

系 1.1等時の周期をωとする。このとき、与えられた半周期孔律 )と σからク1,92は再構成

される。

次に問題 1.2に対する結果を記す。簡単のために (1.2)で そ=1とする。

定理 1.3(1,2)で メ∈σ
2,メ
(0)=0と する。また

1響
≦
ヨ
ρ<1,1竹 |≦ amax

と仮定する。このとき、すが等時となる周期運動を生ずるためには、

メ(竹)=J竹

(ただし、開ま|′ <1をみたす定数)が必要十分である。

補足 定理 1.3中の仮定は句土メ(切)が復元力であることを保証する仮定

竹土メ(竹)>0,μ l≦ amax

より少し強い仮定である。

1.3 図形的考察

242

図 2:

問題の物理的意味、定理の内容と証明を理解する上で、振動の観測量に対応する量グラフ

化が有用である。振動を引き起こす (91)の)の積分 (Gl,c2)は運動において復元力等のエネ



ルギーを記述する。すなわち、対応するQの定める運動エネルギーと復元力等のエネルギー
の和が力学的エネルギーを与える。

(1.つ

ただしここで対象となる質点の質量は1と した (以下同様)。 このGl,Elを図示したのが図
2である。このとき、切=竹 (サ)は図2の Plか らQlまでエネルギーElを保存しつつ運動す
る。同様にQ2からP2まではエネルギーE2を保存しつつ運動する。それらをサに依存させ
た図が図1である。これらの運動においてPl)Qiの切座標を対応させる写像がσtである。特
に、(1.1)に よる運動が周期運動 (0が center)になる必要十分条件はPl)P2,Ql,Q2の なす
四角形が長方形になることである。

2 論証

本節では、第 1節で述べた結果の証明を行う。

2.1 定理 1.1の証明

この項では定理 1.1の証明を行う。証明の前にまず、(1.3)式 がどのように導出されたかを

記す。

(1.3)の導出法

まず孔仰1)を計算すると、エネルギー保存則 (1.4)よ り

T(■ 1,ム2)=

;(1多)2+Gぢ
(竹)=回ぁ

ガ7詳箸爾一が
】l十ズ
a)

軸
ズ

訳

仇

V′軌 ~θ2(句 )

十TX/12)

とな り、軌 ,G2の逆関数を

G丁
1=″
芋,G万
1=ガ

として (図 3参照)、 さらに01し)=5と置換すると

Tはぃ九〕 =ギ
培 (だ 寺客草空≒

冴S十
が

1提

楽 挙
S)十 覺律〕

三ギ号ズ
βl【塾梶築響空冴5+乳

“
〕



;回積分して、(すなわち抗Pi鴻等を作用して)

ここで、

とおくと、

であり、

より、

となるから、

図 3:

(警)ゼ働抑

れ三(野)0
Gl(a)=ゴ1-a=G丁 1(回1)=露子(ゴ1)

ム=(挙)拘抑

あが響 静=密伊う一 γ

すなわち、(1・3)式が導出された。

さていよいよ定理 1.1の証明を行う。

定理 1.1の証明

示すべきは、定理 1.1におけるSteplか らStep3に よって得られた01,C2に よる半周期た

ちが観測データ■,ぅ と一致することである。まず、定理 (1.1)に よって得られた01に対し

て周期を求める。エネルギー保存則より半周期を求めることができ、

ズ
βlR岩
含洋挙字冴T一が
1繹冴γ=ギ号が
・
て翠≒ズ
T     冴5

ズ

」1             
冴γ

法が残隼肪
湯
ば CD一 密丁伊 lD

(昨)研働



恥 αιメ=揚
/a V′回一。(切 )

である。これに Glを適用して

・ =ギ号】‖7ァ崇覇両=法 (/0ぇ〆衷詳装覇両十ズ
a

を得る。この式をGlo)=Sで置換して、

V。1(a)一 Gl(切 )

免=機に(の隷 施十ズ
的
繰 →

=携ズ
Clの生
挙義業華乳S

=海ズ
°1°
y発羊評Syl(a)一 S

ここで、密(り =律与里)ψ :(ん ))であり、また(1.3)式

あ/ん罷 】Z=″ω
を ;回積分して、

こ多ズ

ん
TCOttZ三

ズ

ん

す業 学
z

=屯ズ
ん
蛇陣 ル

=2ズ
ん

「

弧籾z
となる。これを微分して、

あTC像))=ズ
ん
浮義冴″

である。これを、(2.1)に適用すれば、

(2.1)

像.2)

Tl =Tl● (Gl(a)))
=孔 la・ (ゴ))

=孔 (イ
(ゴ )
:::ヒ
El〔:1ど

)
2

=Tl(九 )

同様のステップを G2に対 してふめば亀 =ろ が得 られる。証明終



2.2 定理 1.2の証明

2つの結合系ク,ん によって、

を適用して以下を得る。

周期 Tl,比 とσl,び2が実現されたとする。

あズ
ん
!搾挙=″0,一 S

法/ん撲 aS=ズリ・一 S

それぞれに (1.3)式

(2.り

像.4)

ここで、伊)7は以下のとお りである、

|;|:|:]を
営]:宮i]| ;:Ξ iてil

(2.3)か ら (2.4)を 引いて

お(ズ
ん艶戦響Q体)=密0-グの

である。これより、

レ07側 ≦法r陛幹巽讐嶋
≦
 あ ズ

た
         冴S

であり、″(s)-7(5)=″ (S)と おくと

レ01≦法ズ
ん
挫 溺5

,回積分して、

ズ
ん
ぇラ;||:!F言冴s≦ス;,テズ
ん
|″ωttS

この 2つの式より、

レの|≦あ/ん挫溺S≦芽ズ
ん
陶阿5

となる。よって z(5)=?(5)と おくと、

0≦択り≦〃ズ
ん
択鋭    Oの

となる。にこでy=芽 とおもヽている。)

;告 (C一

肋陥
ブ|んマ(5)冴5)

= 
マ (ん )C~M格

一 肋 竹

一 Mん

ブ +7(5)冴

S

= c一
Mん

(マ
(ん)一 Mブ

十
夕(5)冴5)≦ 0



が得られる。拷=0では 0であり、導関数が負ということより

∴び脇ズ
路
ズ鋭≦0
∴ズ
ん
択→施≦0

?=0

″=グ

ガ (5)一 伊丁(3)ガ (S)一 υ「 (s)

(2.6)

(2.5)、 (2.6)よ り、

となり、

が示された。これと定義から

となり、

ガ (5)一 σl(イ (5))=ガ (5)一 σl(ガ (S))

2                   2

であり、すなわち

ガ (3)一 ガ (s)=σ l(イ (5))一 σl(ガ (3))

が得られる。ここで、σは単調減少関数であることから、

″子(s)一 ガ (3)≧ 0と するとσl(ガ (5))一 び1(ヶJ(S))≦ 0

イ (3)一 ガ (5)≦ 0と すると鈍(ガ (5))一 σl(ガ (S))≧ 0

.・ .イ (S)一 ガ (S)=0

露:(5)=グま(5)

同様にして、

密
=(5)=υ「

(S)

である。逆関数が一致しているので

01(物)=Frlし )

となる。したがって、

、  ク1(切)=ん1(切 )
が示された。同様のことを半周期 T2に対して行えば

ク2(切)=ん2(切 )

が得 られるので、すなわち

ク(句)=ん (切 )

である。証明終



2.3 定理 1.3の証明

2.3.1 +分条件

メ(切)=施 (IJI<1)の とき結合系は

となるが

である。

ある。

また、

として、これらの原始関数は

他樹Ξ糞酬拝
である。ここで軌 とG2は互いに定数倍の関係であるので、この系はcenterで あることも
明らかである (1.3項参照)。 したがって、メ(切)=J切 (0<J<1)の ときの組み合わせの系は
等時かつ cetter、 つまりisottronous cellterで ある。

2.3,2 必要条件を示すための命題

以下で,必要条件であることを証明する。この証明はかなり長いので、いくつかの項に分
けて証明を与える。まず、証明のための基本的な命題を与える。この命題は、一般の結合系

ではなく、方程式 (1.2)の特性を示すものである。

さて、周期ωを実現する結合系のメとして

れ(勧)=ι切

とする。すなわち

a(

時

で

等

時

た

等

ま

た

も

ま

期

も

周

期

半

周

の

金

そ

の
ヽ
系

り

の

あ

こ

で

る

時

あ

０，

０
・

等

で

お．侠　鵬
抽

０
，

０
，
　

の

み

一一　

〓
　

、ら

組

帥帥
りヽどち鋤

十
　
十

　

あ

あ

作ＷＬ畔
球数
方

が的
柳
まれ

り

ン
」

ま
　ヽ
っ

切
　
　
切

十

　

一

一一
　

三

竹
　
　
切

ク

　

ク

ｒ

ｌ

く

―

く

ガに十九(ξ ))冴ξ ガ(ξ一九(ξ ))冴ξ

である。

10



結合系は

作腰燃弐
0,

0,

である。さらに、この系の周期は

預T仰)主だ! 抗kξ十メ(ξ ))冴ξ ノbl・l yガ (ξ _メ (ξ ))冴ξ十就!
である。 この系が isochrOnOus cellterの とき以下の命題が成立する。

命題 2.191し)=切 十メ(切))のし)=竹 ―メ(切)の形の結合系にとってoが centerであるため
にはメは奇関数であることが必要十分である。

証明メが奇関数のとき。1将2による01,C2は偶関数となり左右対称のグラフとなり、1.3の
図形的考察からcellterであることがしたがう。逆に、0がこの結合系の centerであるとき、
この系が保証する範囲内のa(>0)に対し

＞
一　

＜

・物
　
・切

冴匂冴切

G2(a)==;a2_/a

が成立し、また、この点と対合の関係の点う(<0)

01(b)=;b2+ブ
|

C2(b)=;b2-/b

が成立する。これらの関係式より、

;a2+!:穴ξ)冴ξ=こ
メ1(b)

;a2__υraメ
(ξ )冴ξ==(32(ひ )

を得る。この 2つ の式を足して、

    b2=a2

を得る。ゆえに、点 a,bの定義より

b=― a

軌0=茅2+ズα畑従=乳
メ(ξ )冴ξ=gr2,

に対し

メ(ξ)冴ξニゴ1,

メ(ξ)冴ξ=鬼 ,

=01(b)

;b2_十 Jlbメ
(ξ )冴ξ,

;b2__ブlbメ
(ξ )冴奮,

像.7)

0.8)

となる。これを (2,7)

一ｒ

九十
ａ
一

１

一
２三

ヽ

　

　

　

　

　

ガ

働

て
　

０

し

　

メ

根
ず
掬

野
２

ズ
aメ

0冴ξ十ブ士メ0冴ξ=0
を得る。整理して、

メ(ξ )冴ξ



となり、これをaで微分すると、

メ(a)十 メ(一a)=0

であり、これはすなわち奇関数の定義式

メ(a)三 一メ(一 a)

となるので、したがってメは奇関数である。 証明終

2,3.3 Volterra積分方程式の導出

命題 2.1よ り、この系のメは奇関数であることが分かった。したがって、この系の周期も
また次のように書き直すことができる。

さて、等時のときはこの周期は定数だから、vZT僻)=ω とすれば、

V切『ω=尤巧巧芋再車告字再覇房再
十二弓瓦雇再ゴ讐キ再覇房露

尤  式
である。また、

である。よって、

を得る。

0(一句)=G(切)よ り

冴切

尤 五無ξ十メ(ξ ))ガξ ブ士y下柴面万十ズ
ay憲
等覇

/a         
十
ズ

a

2ズ
°

一一
　

　

〓

ガ(ξ―メ(ξ))電

ａ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ハ
ツ

ｒ
ｒ
拘
　
よ

拘
　
仰
　
″
′
九

れの定義

ω

一２
〓切

冴

ヽ

、

‐

′

／

冴切=
ω

一２0(代
/尤無ξ十九(ξ))冴ξ

であ

ズ

°

(

るから、引き算すれば、

1

冗無ξ十メ(G))従

ガ(ξ一貫〈ξ))冴て

月無ξ十メ(ξ ))冴ξ ガに十九(ξ)ル塔 ガに一メに))電 ガ(ξ一流(ξ ))冴ξ



をえる。これを変形して

ガ(メー貫う(ξ )冴ξ
ズ
a

冴匂
Ov匂
警(ξ 十 メに))冴ξv匂呼(ξ

十 九 (6)ル塔
(vttT(ξ

十 メ(ξ ))冴ξ十

ヽ

、

ァ

／尤烈ξ十九(ξ))冴ξ

と
　
ｒ
ｒ
九

　

。

球
ル日ぶ
鶏

ガ(メ ー九)(ξ )冴〔

ガ
(ξ

一

メ (ξ ))冴 ξ

代 /ガ

(ξ

一

九 (ξ ))冴 6(代

/ガ
に

一

メ
に ))冴 奮

十

1

D古。 )十 D_ω D『ω の い D『 0))仇
砲 肋 Cl

十ブ十
これより、積分順序の交換をしてさらに、

ズ(a,υ)=

ズ

υ

(

ガ(ξ―あ(C))冴ξ( 冗無ξ一メに))冴ξ十

とおくと、

ズ
aK姻
メー向ω加=0    律り

が得られる。(2.9)か ら、メー九≡0を示せば、一意性が証明される。

2.3。 4 Volterra積分方程式の ら回積分

ここで、

D土
(切), =D庁 (切 ),メー九二?

(2.9)式 は

1

D十し)Dまし)(D十 (切)十

ここで、物三arとおき、さらに、ξ=aη とおくと、

X

7r(aη十メ(aη ))a万十ャ/抗kaη十九(aη ))attη
1

ガ(〔一九(ξ))を )

ガに一メ(ξ ))冴ξ

克
aに土畑x= (ξ土れに))虻
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× ?(υ )冴υ=0.



a2をかけて

ズ

aズ告

(

1

7(1_T2)+2r→評幼+7(1_γ2)+2rんしつ冴η
十
v女
1_r2)_2rデ・扮幼7(1-γ2)_2r甲冴η

ルω肋剖

となる。ここで、

raつ =作 -0± 2/1埜→F2%れの三作一の±2/1甲あ,
とおくと、

０
一
ａｒ

ム

ｒ

ムO yO(回十像ちっ瑠す(a,r)(回十(ぁ,T)十垣す(a,T))
1

』 (み T)珂
「
(a,T)(回 (a,T)十 垣丁 (a,T)) )か

?(υ )冴υ三 0(2.10)十

となる。β土(a)r)の定義式は

1聖 (1_r2)暑

2.10)を

r伍 っ=vT=巧万
稚
土
島 /1甲 幼

と変形できて、

煎

土
島 /1申 の

工 1土
地
生

毛1挙争算
空 =1土

胸
』 =1土 迎

である(このことは回庁に対しても同様である)。 よって、

71土 →夕71土 甲 仏/1土 →辞+71土 |夕う
ゴ上し,っ垣庁し,つ (ゴ土しガ十五庁し,0)

1

二 1

＜

　

ｔ

で

　

ｒ
′
九

の

　

的

和
　
ｒ
′
九

で あ

O yO(ゴ
十
(a,T)回 す (a)r)lg十 (a,T)十 回

討 (a,T))

十
回 (a)r)=乳〒(a,r)(ゴ

ー
(a,γ)十 ゴ『 (a,T))

1

1+拘 (a))

71中71-甲 (
14

諄百迎シ
γクのあ=0



と変形し、さらに、

ブ午ズ
告
 (里

笙モ言言:lf言言;号軒を4i;;書:告甘;F;;雲
≧一崩 )冴

Tマ (0)冴υ

十キ々::::キ,::骨:|↓::号:::↓::号骨:
×
 ブlaブ1告
(                                      

―
轟 ) 

冴Tマ
(υ )冴υ

十
(1■ キ々:::::|:::骨:常キ

'::::::||::::::)ブ

ia】r面戸ゴ十巧百
冴γ7(υ )冴υ=0

を得る。 _こ で、

ん(a)

=/1ズ
(而戸ゴ十巧百一

十

また、

い 十

とおいて、υ=aサ の置換をすると、

何ズ
aFあ輌

"い
流0

となる。ゆえに、

女のズ
a浩
ズのあ=流0

である。

ここで、この両辺をら回積分する。すなわち、作用素∬ 両岸茅
冴″を作用させると、

何ズ
a議彦ズ
″
洗 ズの肋=ズ
a溌彦

×
ズ
1ズと

傷
一堂空号:早号||:::;号
(仰 +7を

==再票ろ
')壇宣

'5「

(a)r)(回 (a,T)十 」垣デ5「 (a,T)) )如の仇

像.11)

71+→斗71+1津攻71+中十+4辞Vl+甲守1+津
礼 路 ギ

壁
う冴γψψ)枕回十(a,T)珂ま(a,r)(回十(a,T)
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2,3.5 合計ら回微分

前項で得られた方程式を微分する。この操作は、もとから考えれば もヽlterra 積分方程式
を,回微分することに相当する。ただし、aで微分する際 c(a)の微分もでてくるから、はじ
めからc(a)で割った式を微分することにする。この際、c(a)は挙動的には、2であり、0か
らは離れていることに注意する。この操作を行うと、

T70=捻
(慈ズ
1学
響)

が得られる。右辺においては、c(a)の導関数も出てくるが、アにσ
2級を仮定していることお

よび、C(a)が oから離れていることから、以後の議論はc(a)=2と みて行って支障がない。
このとき、得られた式をaで割って、

となり、積分順序の交換を

7T

2

を得る。

い)

(b)

(C)

ただし 1

=asで置換すると、

=ブtl響冴S

冴s

Ｚ
　
　
　
　
υ
冴

ア
」
　

　

　

υ

説

　

　

ａ
　

叩

ヽ

　

ｒ

ｒ

九

て
　
　
の

し
　
　
′へ

領の頭の三ズ
1

律.12)

に到達する。

2.3.6  祐導足巨

この項では、ん(a)の評価を行うための回
土
(a,r)の挙動に関する次の補題を証明する。

補題 2.lo>0,0<r<1に 対し、

一濤 1静
炉

1螺螺
ゴ土(a)r)2≧ (1+ρ )(1

+ρ >0である。

ャ/1土 →夕十v生 土甲
ゴ土(a,r)十 オ (a)T)

_T2)

―崩
1馬
薄

回土(a)γ )

(a)の証明

16



1+→タ
回(a,r)

1

ャ
/′1_T2 Vl―″ 秋1-0+2r甲冴η

畝
1-0+2+r甲 冴η~砕 十甲 V生 一″

V生 ~だ V々丁=存り+2F甲冴η
は 一 Tり +2r」 甲

冴η は 十 →夕 )(l T幼~神
―″
秋
1-0+2r甲 冴ηlvl一 ″十秋

1-0+2r申 の

_2r約つ冴η一宰は一Tり
0((1_r2)号

)

_ 2rメ
しか幼一r rla12η幼
θ((1_r2)号 )

1/1(響一学ル‖
1/1(イ(響メ冴ξ)η冴‖
=2/1(イ

1笠
qヂ。

1電

2/1ηだとズ
ξ
16メ
〃に)冴 6冴ξttη

/1η J4;tl。若`ぐ冴ぐ冴〔冴η
;】ia(1-η )η

ttη

号】,(1-η )冴η=号 (1-T)2≦号(1_T2)2

∴
1濤
―

ここで、

十分子| =

(b)の証明

η
冴
η

ｒ
ヽ
冴冴メ

一
メ

冴
一に

ｒ

九

上

？
だｒ
ふ三

η
冴
η

＜

一

＜
抱

＜

一

71+→夕71+甲 71+→斗+71+甲
回(a)T)十 日0(a,r)回(ら T)軌 (ら T)

催・Olall刊歩

占亨+3弟q弾 扮+3準翠十m″りう
わ ね薄 )

1+キ斗



ゴ(a,T)

71+甲 71+中十ャん十理P
回祇ら T)回 (宅 r)十 乳 (ら T)

a十 メ(a)>0

/1al>ρ >_1

な定数ρを定義する。そして、

駒ザ≧1-だ +2/1甲幼
=1_r2+2】

!:1号;】
ηttη

>1_T2+2ρ
】十
ηどη= (1-T2)(1_十 ρ)

となる。証明終

2.3.7 ん(a),ん
′
(a)の評価

この項ではん(a),ん
′
(a)の評価に関する次の補題を証明する。

補題 2.2(2.11)で定義したん(a)に対して :

ω剛拘 ズ
1濤
恢釧統

(b)a〃 (a)1馬 a maxO数≦αlマ (竹 )|

ａ

一
中

＜
母‐一仰

一

(c)の証明

まず

より、

となるよう

(a)の証明

補題 2.1よ り

|ん(a)|

=‖
1ズを
(あ一1十七ヤVlギ曳辞(v′1+骨|十 V;|千堂!))か ?laぅ税』十(a,T)回す(a,T)(回十(a)γ )
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馬
/1ズ前 如の膨

ｒ

九十
　
　
　
ｒ′′拘

／
仲
＼
　
的

ａ

　

　

　

　

　

ａ

一一　

　

　

〓

濤 恢制統
71-→辞71-4崇攻71-学 +71-甲 )1濤
恢酬枕

を得る。

(b)の証明

まず、

aん
′
(a)

十rズ
(再
戸」十巧百
一
螺 1台::;;;  )の

枕

である。そこで、次の式を考えると、

十
rズ
を

(再
戸ゴ十巧百
―
螺 1台::;;;  )の

統

一/1r場 (螺螺   )卵

悔螺

引鵜 赫 躙
馬薄 十津袴
< a
～vl_T2

ヽ
、
ｒ
ノ

η
冴
η
迎

切
∂
一仇

／

１

１

＼

ｒａ２

ゴ土(a,T)227(1-T2)± 2r響冴η
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となり、さらに、

ャん土→夕+71土甲
∂a排し,つ オし,つ 回土(a;T)十 珂庁(a)γ )

aん
′
(a)の第 1項、第 3項を考える。この 2つの項を取り出して

(螺螺

回一(a,γ)十 回『 (o,γ )

静/1袴恢瑚統
馬a Sup 17(ξ )|                                 (2.13)
0≦ξ≦a

が示される。次に残 りの部分 (第 2項、第 4項)の評価を行う。2つの項を取り出せば、

冴raサ ?′ (aサ)続

であることから、部分積分をして

(零螺
砕十→夕+71+甲

十螺 1台::;;;

la

<  a
～
(1_T2)号

がえ武さヤ竹る。 こ者竹より、

∂
一仇
ａ
ｒ

九

ｒ

九一

∂
一仇
ａ

ヽ

　

ズ

れ

ｒ

」ヽ〕，′′一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

ア　」
るあで

回十(0,r)十

ヽ

、

‐

‐

′

／

的引
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一レ
↓
(」
す::;:;螺   一ぁ )珂
十
rズ
サ
(螺螺   一崩 )印
十浄(螺螺   一崩 )ω統

十ズ
lr(螺
螺   一崩 )印

あ )ω
沈

回十(a,T)珂ま(a,r)回 十(a)r)十 回す(a,r)

印 71-甲 71-→斗十v生 甲
ゴ (a,γ)珂

「 (a,T)ゴ (a)T)十
回
「 (a,T)

馬a maXo≦竹≦al夕 (切 )|

が示される。(2.13)、 (2.14)式より

a〃 (a)馬 a maxoコ≦alゃし)

十
/1/サ (螺螺   一崩 )印

十
ズ
毛

(螺 1台::;;;  一
而戸ゴ十巧百)ω

銃

1

(1_γ
2)号

―あ )的ω

十ズ七(螺螺   為 )の統

21
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が得られる。証明終

2.3.8 a=0の近傍におけるマ=0の証明

本項ではa=oの近傍においてフ=oであることを証明する。補題 2.2の (a)よ り、 (2.12)式の一部が評価でき、

Ml響引
κ/1晨価 十

／

ｒ

ｉ

ｌ

＼

／

Ｆ

ｉ

ｌ

＼

Xズ
1濤
恢刺 施

≦a(1+

×ズ
1晨施ズ
1濤枕m引的瑚

蔦amaXIマ (asサ )|

であり、さらにもう一部分を補題 2.2の (b)を用いて評価すると、

/1響施52
=Ml晨的引
静m的帥酬ズ
1晨施

蔦amaXIマ (切 )|

が示された。(2.15),(2.16)よ り(2.12)は

(2.1の

(2.1の

≧≧三≧≧生立上主三≧埜主王立上主主室量上
)

陶劇=ズ
1  施馬am引劇

となるので、

カミ示される。したがって、

となり、また、

であるから、a<務

17(υ)蔦 υmaxlマ (切 )|

maXI?(υ )|≦ Mamaxl留し)|

(1-Ma)maxヮし)|≦ 0

とすると、
maX17(切 )|=0



が示される。それゆえ、

が成立する。したがって、

?(竹)=0 メοT aCtO,

ψ=メ ー九二〇

が示される。すなわち、21/r i aOと おくと

メニ九 fOr a c lo,Oo)          (2.17)

以上により0の近傍においてメ=れ であることが証明された。

2.3.9 必要条件であることの証明の完成

この項ではすべての区間においてメ=れ であることを示す。
前項で、.メ =九 fOra C p,。 0)でぁることが示されたから、(2.9)式は、

１

一財

パK姻メー向のあ=0
となる。ここで、

恥 の三甲 Kらの

とおくと、

Kらの=洗 恥 の

となるから、(2.18)式は、

克子キ

'号

1筆告告?(υ )冴υ==0
と書き直される。ここで,回積分すると、

(2.18)

(2.19)

ガ薄  (イ揚砦挙?・ )冴υ)冴″=0
となる。積分順序の交換をして、

克子
υ
(/aスァ所声峯1芸そ

'2両

=百
万
冴″
)夕
(υ )冴υ==0

を得る。ここで、一般化されたAbel積分方程式の解法 [1珂 にしたがって、

7しの=勿
/°

ガ〃し,の的)冴υ=0
υ2)と 置換すると

ぱ帥

とおくと、

作
∬
靴

村
　
　
〓

げ
　
河

一一
　

し

ノ
　
　
豚

を得る。ここで、

９
じ
命
ち

(2,2の



が得られる。(2.19) をaで微分すると、

となる。ここで、

7(a,a)

となり、【(a,υ )の定義式を、

となり、

=aズ

1

て、

ヤ

イ
払

（　

＆

だ

ん

　

体

庁

九

レ
　
ズ
　
一一　
　
】生
　

＞三

へ
　

　

〓

直
　
　

　

　
　

　

か
　
　
Ｐ

き

　

　

　

　

　

　

　

る
　

　

し

増
　
　
　
　
　
　
め
　
る

旺　駒
ゴ乳

らヽさ

となる。ここ

ｒ

九
頼
７
　
ヽ

一一　
　
で

回 十 (a,r)珂 ま (a,T)(ゴ
十
(a)γ)十 EO・ (a,T))

あ十し,の =写 ス
・
し,の

として、υ=aサ とおくと、

二十し,aの =Va2_a2サ
2ス

卒し,。の

ニ
ャ/1_サ22立密

ブf
仰仰 (翻墨仰 場

1

ガξ十メ(6)冴ξ代/ガξ十九(ξ )冴ξ( ガξ十メ(ξ )冴ξ十 ガξ十九(Gたて)

arと 置換すると、

7し ,のマ0+ブ告挙し,のマΨ冴い0

凸
統=呼伍の

【(a,υ )=Fft(a,υ )十 ス■(a,υ )

て十だけ取 り出すと、

υ
)

冴句

務 ξ十 メ(0冴 G代/端 ξ十九 (0冴さ( 端ξ十メ(ξた電十

a竹 と置換すると、

υ)

ra(aη十メ(aη ))句十代/ra(aη十九(aη ))冴η
冴r

像.21)

端ξ十九に)冴ξ)

a(aη 十メ(aη ))冴竹 a(a竹 十九(aη ))冴η

1+拘 (a))
×
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1 呼¥ぱ益71+→辞71+4夕攻71+中 +71+甲 )

十ズけ(曙嬬濡稲評崩)づ
=仰
v印(炉亨十v印)〒¥(濤

十
ズ

↓

(型

空

モ;号:|々言言;号常」4,;;二 :号ざを:;手
雲≧ 一

崩 )冴

T)

となり、補題 2.1を適用し、

五十(a,a)圭

さらに、サ→ 1とすると、

1

(2.2幼

(2.23)

であるから、

ル気0,a)=7raあ十(0,a)=

71+→夕71+1解攻71+響 +71+甲 )

頼
７

2ャ/2T

a71+4夕
71+1解攻71+中 +71+甲 )

に到達するが、これより、7(a,a)は 0でない定数であることが示された。
ここで、(2.20)式を微分するために、(2.22)式において aサ =υ とすれば、

二十(a,υ )

=仰
v毎
石
=再
票取仰 十脚 )野 ¥(洗

十ブr(畳
獲モi耳号|々言言;号常岩各:;号号三ま1号;;;三

」一そ丁=キ巧戸)力
γ
)

となるので、これを微分すれば、

25



／

ｒ

ｒ

ｉ

ｌ

＼

∂

一仇

仇
　

預
〓

∂五十(a,υ )

十～
/°2_υ 2

υ

~ (1_r2)身

|) 

冴T

崩

)IT=竺

ヽ

、

‐

‐

′

／

／

ｒ

ｉ

‐

ヽ

ヽ

回 十 (a,γ )』す (a,T)lg十 (a,γ )十 珂 討 (a,T))

×

 (;ケ )

を得る。これらの各項に対して補題 2.1を適用すれば、

∂五十(a)υ )

∂a

=制 十
満 ポ

θ
(専可圭覇声ル

十ヤ/a2_υ2」
1告ゼ捨
 (と

と
|;どを;|li;:;;常営41;|;告 F3営!亨;;

×
                          )

Olll■ttOI
となるので、すなわち、

∂あ十(a,υ )

∂α

が成立する。同様にて_に対して行うことによ

∂五_(0,υ
)

∂a

∂う(a,υ )

∂a
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り、

三 0(1)

(2.2つ

を得ることができ、すなわち、

=0(1) (2.25)



が成立する。

次にこれを用いて、

∂■ど

∂a

となる。ここで、

となり、

となり、ここで、

であることを用いて、

ｏ

　

ｒ
九

明
静

２

　

　

１

の偏導関数を評

υ2+サ (a2_υ
2)

す

　

けυ

価

　

・＞
，ィ

る。 (2.20)式 よ り、

aサ      続
υ2+サ (a2_υ

2)ャ/1_サャ々

は、

引

v句
2+サ
(a2_υ

2)ャ/1_サャ々

≦a/17電流
T
=万 a

(2,21),(2.23),(2.26)式 より

7し ,の砲十ブ告挙し,"ω冴い0

?0-7。
,の克子著し,の?0冴け

移し)|≦豚し,のだ参al?。 )冴υl

ズ鼎施=l10g/岡‰

陣
ギ 続

(2.26)

は、

であるから、

1的)にど1的 )1冴
j

となる。もし、ここで、マ≠oとすると、

榊 摘
釘 価 ・

であるから、この両辺をloO,例 で積分すると、

ブ|十て了妥戸常|:1下面所
冴a≦ C°nst.(ひ ―ao――C)

ブ告 十CttO°

grl?0)1冴
の 冴a≦ COnSi● 一 a-0

となり、

bgブ

十

1?・ )冴
い bgブ

告

°十CI?。

)1冴υ ≦ C9nst● 一 a_c)



となる。ここで、6→ 0と すると、左辺→ oo

となるので、すなわち

?=

となり、したがって、

が成立する。

以上により、 (2.17),(2.27)式 よ

が成立し、一意性が証明された。

3 例

本節ではいくつかの例を示す。

3.1 例 1

以下の式で支配される|

この系は速度が 0に なる

と定めておく。この系は

がある。 ここでは切=a
において、エネルギー保

をえて、さらに、

であることから、

したがって、仮定が誤 り

(2.2つ

となり、矛盾する。

0

メ=九 fOr

り、

メ=九  For

証明終

a C tao,Omaxl

a∈ [0,attααl

要

式

必

程

る

方

た

　

　

　

点

ｔ

酪
　
　
　
施
ガ

擁
　
　
　
噌
る。

続

冴切

サ=揚F
=渇F

7に一bうし-0に十デ島,

解

一
２

牢 十よば ξり
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(3.1)

ここで c=一岩箸,0>0>b>cで あり、ゴは第一種不完全精円積分である。(3.1)式 につい
ては降,P・ 14朗 参照。

さらに、a,blは t=0と なる点であるので、blは

,a2_卜 :。

3三
=;匂
2t:竹 3

の根であることから、a,blの関係式が導かれ、

―(a十 身)十
bl三

である。さて、上記のサを切で表した式の逆関数をとり、切をサで表した式を求める。このた
め」acobiの橋円関数の定義式(p,P,2朝 参照)

Z=ゴ(?)0-Sinψ  tt Sn(Z,0

を用いる。この変換を利用し

=渇ガ

v〔ヨ坪サ三 ｎ
Ｓ
ＣＡ

／

ｒ

‐

ヽ

＼

Ｆ
a一 c切 ― bl

o一 bl切 二 c

よ り

解坪瑚
であるから、

となり、

を得る。したがって、

.・ .句 =切 1(サ)=

bl― c竺量s112(

切一 bl

竹 一 C

.・ .切 =

ヽ

ｌ

ｌ

ノ

乃
侮

一２押
1_練

宅
sn2(

ヽ
、
！
／

乃

炉一２
預

である。次に、あ>0の支配する周期を求める。

1-建
考告楽努芋

立 Sn2(;

サ=ャ11晏
;号フをそ言石ゴ (ArcSin

(a十 身)(-3a十 身)

控
)

仇 十
bl(a_bl)sn2(;
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この半周期は (3.1)式
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より、対応する変位の範囲、つまり、bl≦ 切≦aにおける周期を計算する。切=0に より、

(3.り

であり、ここでズは完全橋円積分 (陣,P,221参照)である。以上の手順により、あ>oによ
り支配される、bl、 時間による変位関数切1(サ )、 そして周期Tlが aに よって与えられた。
同様にしてt<oの支配する方程式を考える。エネルギー保存則の式により同様にして

冴サ

冴切

となるので、これより

=2活
v察嘉嘉【(7   )

サ=一ギ方】}
三
vl予克

a預

扇 詳 覇 両

にこnc=一れ拝>a>0>り・
さらにblと 同様に a)う2の関係式が

;a2__告
a3==;切2__:竹 3

より、根として求めることができ、

預

冴ξ

c.4)

―(a― 身)一
b2 =三

となる。

次に、物をけの式で表す。(3.4)式

サ=竹|ろ
7ャ/c_b2F (ArcSin

到

a~b2C~切 ' 露)

a~b2C~切 '

より、

ャだ吾呈モデ笙サ=ゴ
(ArcSin
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C~b20~切
a~b2C~勧

となり、

を得るので、

=S・

(

内

一
２
博

物 =

a_cttm2鮮吾呼ち侮 )
1_乾帥2(預申町写)

となる。したがって、

a―
奄篠言ダ

s・
2

預|一勁,
物2(サ)= c.5)

1+宅
署被砦転争

兆 n2 ;7報ジ炉|―殉,
を得る。次に、半周期を求める。同様にして

●.6)

以上により、aを変数として切1抑2)孔 ,挽 を得ることができた。しかし、aによって記述さ
れる範囲においては 1周期分の記述しかできない。なぜなら2周期目に突入したときのこと
を考えるとそれぞれの対応は以下のとおりに変更されるはずである。

a→ a2,bl→ b2,b2→ b3・

このようにそれぞれを変更させることにより2周期目を導くことができるはずであるが、こ
こでは新しくa2と b3が導入されている。さらに周期を増やしていくためには、一般化して
おく必要がある。

この系は速度の正負によって運動方程式が切 り替わり、また、速度が正の状態からスター
トすると仮定している。つまり速度は「正→負→正→負→ .… 」というように変化している
(逆の場合―負からスタす 卜_は時間を平行移動すればよい)。 従って、半周期単位で奇数回目
は速度が「正」、偶数回目は「負」、とそれぞれ支配されているので、まずは切り替わる各点
を見ていく。ここで対合を導入しておく。支配する方程式が 2つなので、対合も 2つ。すな
わち

(◇ σl(bl)=a),

(◇ σ2(b2)=a).
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同様に次の組は
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=σ l O σ2(a),
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とすることにより

竹2ぢ -1(サ)三

匂2あ (サ)三

ここで

ることで一般化された半周期単位であ週目の代入すナ
〕

個

　

ヽ
ノ
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６

(3.7)

(3.8)

●.の

＞

の

の

れ
判
仲

作
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５

粥
れる。

覧褪言 (  ト
=(σ10の ).… (σ10σ2)(a)

σ>軋 0<a<募け=L乳瑚・
(3.8),(3.9)で 得られた解の 2周期分をえがくと、図 4になる。
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図 4:

3.2 例 2

以下の式で支配される運動を考える。

{号
:竹 :1竹:亘‖ ;こ十1

この結合系は図形的考察により周期運動であることは明らかであり、復元力が偶関数である
ことから、運動は左右対称に行われている。

まず、あ>oの ときを考える。切をサの式で表す。エネルギー保存則を用いて、

であることから、

となるので、

である。ここで、c2=7+a2と ぉくと、

;位

2t;切2.を切4=ゴ1

秋♂一の十訳解一の

(a2_ξ
2)十ち(a4_ξ 4)

切
           冴ξ

J ノ0  勺/(a2_ξ
2)(?+_02_十ξ2テ

〓

統

一仇 律・10)

サ=転

落 ｒ
九

(a2_ξ
2)(ξ2+C2)

サ=ャ17ズ
切
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となる。これをξ=acOSθ で置換すると、

サ=派疋_告扁デ業誘プθ
=派だ判吉預〒鴇万茅

と計算でき、ここで、た2=プ静とぉくと、

サニ派寿等だギ万義雨
=落寿等ど説n_告

となり、これは、

サ主
v得|万茅≒三ラ (が 7ギ 慾 覇

―
が

｀

T告 :万義 而 )
と積分区間の分割でき、さらに、Jacobiの橋円関数を用いると、

サ三
v得|万茅告三夢 (Kリ

ー Sn l(COSい nl告 ,0))

府衿〒い‐(輝う
課(輝う=軸一呼衿

と整理され、両辺の逆関数をとると、

邦n律い年例
を得て、整理すれば、

1-霧 三sn2(スくん)一 V′a2_卜 c2ャ1号サ,ん
)

挙一 中 一ヽい 、も
竹2=a2(1_sn2(ス f(ギ号ャ1名言子:子)一 Va27+1ちギろvを言吾子言
切二aCn(夕

(ギ
号ャ1言言吾吾)一 v′

a2J+1ちギろャlt'7子吾)

))



ここで、cnは橋円関数の一つ(p,P,2刺 参照)。
次に周期を求める。(3.10)式を 1周期分で積分するが、b=一 aであることに注意して、

Tl=/a             冴竹

=277ブ
;ャ /′(a2_切

2)(切2+C2)

となり、勧=acosθ で置換して、整理すると

Tl=2ャ|,」
1参

が得られる。よって、

を得る。したがって、

儒 )m,あ岡 ・

、/′a2cos2θ tt c2

冴θ

(3.11)

(3.13)

=277ズ
を

ャ
/a2+C2_a2sin2θ

●・1幼

となる。

続いて、t<0における方程式について考える。ただし、t十 竹一J切3=0の復元力は単調
増加関数ではないため次の仮定を設ける。

1>J切2 for V竹 <a.

この仮定のもとで以下議論を行っていく。(3.11)式を求めたのと同様にして、切2(サ)を求めて

いく。エネルギー保存則を適用して、サを求めると、

より、

冴サ                 1

冴句
   ャ/(a2_切

2)_号
(a4_切

4)

サニ竹17ブ‖
?と おいている。これをさ=asittθ で置換して

軸=洗ズ
(試籍 )

派:ズ
d・‐告

ａ
　
　
　
　
サ

一

２

′̈

= 2 
派 /参

であるが、ここでc2=
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となり橋円関数を用いて整理

となるので、したがって、

属彪た陶日　　Ｓｎ　　　　　伽

して、
　
卜
　
切が
　
い

竹2(サ ) (3.1つ

が得られる。次に比 を求める。(3.13)式より、孔 と同様に積分すれば、

T2=2ャ1写ア十ャ//(a2_ξ 2)(c2_ξ 2)
より、同様に置換して、

残=2ャ17:ズ
参

であるから、橋円関数を用いて、整理すると、

T2=2ャ17:ズ
(号 )

となるので、したがって、

が得られた。

けんズ(品 ) ●.15)

図 5:
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以上により、切1沖2,■ ,ろ が求められた。この結合系は例 1での結合系と異なり、振幅が変
わらない周期運動なので、例 1の ように一般系を求める必要はなく、正しくサを設定するこ

とにより、全ての半周期を求めることができる。

図 5に 2周期分のグラフを示しておく。
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